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Resumo

O topico geometria ndo-euclidiana nao faz parte dos componentes curriculares na formagdo de
licenciandos de uma universidade publica. Propomos neste artigo a apresentacao de uma tarefa didatica-
matematica composta de dois problemas, com o objetivo de analisarmos as representagdes matematicas
mobilizadas e coordenadas por onze estudantes em contexto de formagdo inicial de professores. Com
base no aporte teorico-metodoldgico do conhecimento especializado do professor que ensina
matematica, as discussoes e resultados sobre as produgdes escritas dos licenciandos propiciaram tanto
reflexdes sobre o conhecimento geométrico empregado na resolugdo dos problemas propostas quanto
na estrutura das mesmas para o desenvolvimento do tema em estudo.

Palavras-chave: Geometria ndo-euclidiana. Ensino Superior. MTSK. Cognigéao.

Introducao

O conhecimento dos professores que ensinam matematica tem sido objeto de
investigacao levando em conta as especificidades no conhecimento matematico e pedagogico,
como um fator que contribui de forma efetiva a aprendizagem dos alunos em sala de aula,
conforme atesta pesquisas como de Almeida e Ribeiro (2021).

Historicamente, pesquisadores como Shulman (1986), tem dedicado esforcos na
configuragdo de uma base de conhecimento voltada a pratica docente, como o caso do seu
pioneirismo na conceituagao do Conhecimento Pedagdgico do Contetdo (Pedagogical Content
Knowledge - PCK); referéncia para o desenvolvimento de outras pesquisas nessa area.

Avangos nessa tematica foi dado por um grupo de pesquisadores liderados por Débora
Ball ao trazer a discussdo sobre o Conhecimento Matematico para o Ensino (Mathematics
Knowledge for Teaching - MKT). Estruturado em dois grandes blocos (Conhecimento do
V SENALEM - Seminério Nacional de Linguagem e Educa¢dao Matematica.

"Matematica, discurso e linguagens: contribui¢des para a Educagdo Matematica”.
PUC-SP, Campus Marqués de Paranagua, 03 a 05 de dezembro de 2025.



V Seminario Nacional De

Linguagem E Educacao Matematica

PUC-SP

Conteudo e Conhecimento Pedagogico do Conteudo), subdivididos em seis dominios, avangam
na caracterizagdo desse conhecimento especifico para o ensino de Matematica (BALL;
THAMES; PHELPS, 2008).

Posteriormente, um grupo de pesquisadores liderados pelo professor espanhol José
Carrillo propdés um novo marco teorico fundado nos avancos da literatura e na ideia do
conhecimento especializado do professor que ensina Matematica (CARRILLO et al, 2018).
Embora estejamos diante de um modelo tedrico analitico muito recente, 0 mesmo tem ganhado
reconhecimento e notoriedade nas pesquisas educacionais, através da Red Iberoamericana
MTSK, que conta com representantes dos mais diversos paises como Espanha, Portugal,
México, Equador, Peru, Chile e, de modo especial, Brasil.

Estruturamos a escrita desse texto apresentando apenas a caracterizagdo de um
subdominio, o Conhecimento de Todpicos (Knowledge of Topics - KoT), a tarefa didatica-
matematica envolvendo no¢des de geometria nao-euclidiana e a discussao e resultados das

atividades dos licenciandos.

Conhecimento dos topicos (KoT)

O modelo MTSK considera o conhecimento especializado do professor dividido em dois
dominios; o Conhecimento Matematico (Mathematical Knowledge - MK) e o Conhecimento
Pedagogico de Conteudo (PCK)); ambos permeados pelas crengas docentes acerca dos
conhecimentos da Matematica e do ensino e aprendizagem da disciplina.

O primeiro dominio contempla os subdominios Conhecimento de Topicos (KoT),
Conhecimento da Estrutura da Matematica (KSM) e Conhecimento das Praticas em Matematica
(KPM). J& o dominio do Conhecimento Pedagogico de Conteudo (PCK) engloba os
subdominios do Conhecimento do Ensino de Matematica (MKT), do Conhecimento das
Caracteristicas da Aprendizagem da Matematica (KFLM) e do Conhecimento dos Parametros
de Aprendizagem em Matematica (KMLS).

No que diz respeito ao foco dessa pesquisa, o Conhecimento de Topicos (KoT) ¢
composto de quatro categorias: (a) definigdes, propriedades e seus fundamentos; (b)
fenomenologia e aplicagdes; (c) registros de representacdo; e (d) procedimentos (CARRILLO

et al., 2018). No que diz respeito a fenomenologia, segundo Almeida e Ribeiro (2021, p.7),
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inclui “o conhecimento do professor acerca dos fendmenos que podem gerar um conhecimento
matematico e dos contextos, dos usos e das aplicagdes de um topico matematico ensinado.”

Em relagdo aos registros de representacdo semidtica proposto por Duval (2011), tal
referencial possibilita compreender de que maneira os estudantes mobilizam e coordenam
representacdes semioticas entre registros na relagdo com a aprendizagem de conceitos
matematicos, através de atividades cognitivas como o tratamento e a conversao das informagdes
ao longo do processo de aprendizagem.

O tratamento ocorre quando uma transformacao da representagao semidtica ¢ realizada
dentro de um mesmo registro, mantendo-se o teor da informag@o no mesmo sistema semiotico.
Por exemplo, ao calcular o fatorial do numero 5, cuja representacdo simbdlica no registro
numérico ¢ 5!, o resultado esperado ¢ um niimero natural obtido pelo produto de 5x4x3x2x1
que resulta 120.

Ja a conversdo, por sua vez, caracteriza-se pela mudanca de uma representacao
semidtica para outra entre registros, de modo que o individuo seja capaz em reconhecer a
representacdo de um mesmo objeto, em dois ou mais registros distintos. Esse movimento ¢é
essencial porque amplia as possibilidades de compreensdao e favorece a comunicagdo
matematica. Com base nos dois problemas propostos nesse relato de pesquisa, podemos
exemplificar a atividade de conversdo da representacdo semiodtica entre o registro grafico para
localiza¢do de coordenadas e o registro algébrico para estabelecer relacdo entre distdncias de
dois pontos.

Na proxima secdo abordamos a estrutura da tarefa didatico-matematica composta por
dois problemas para abordar no¢des de geometria ndo-euclidiana, conforme pressupostos de

Kaleff e Nascimento (2004).

Caracterizacido da tarefa no modelo MTSK

A proposta da tarefa didatico-matematica, segundo Flores, Gutierrez e Camacho (2024)
¢ formativa, porém o que interessa ¢ a visdo e construcdo do conhecimento especializado a
partir da recuperagao do conhecimento didatico do contetido na perspectiva de Shulman (1986),
na/desde/para a formacao inicial docente. Em relagdo ao conhecimento especializado do
professor de matematica, a formulagao de tarefa dessa natureza, adquire uma conotagdo

especifica em relagdo ao subdominio que se pretende desenvolver. Segundo Flores, Gutierrez
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e Camacho (2024) ndo se trata de descartar as conexdes que podem ser estabelecidas entre
diferentes subdominios do modelo MTSK, mas dependendo do subdominio que se queira
desenvolver, tais tarefas tem uma forma, uma fun¢do e um foco especifico.

No texto em questao a tarefa didatico-matematico foi adaptada de Kaleff e Nascimento
(2004) ao propor o estudo da geometria ndo-euclidiana com propostas de problemas que
permitem apresentar a negagdo de um axioma euclidiano, as quais envolvem maquetes, mapas
e esquemas graficos.

Krause (1986) aponta que a Geometria do Taxi (ou Taxicab Geometry) exibe uma
consideravel proximidade conceitual com a Geometria Euclidiana em seus elementos basicos.
Os conjuntos de pontos e as definicdes de linhas permanecem inalterados, e a medi¢do de
angulos ¢ consistentemente aplicada. A divergéncia fundamental entre as duas geometrias
reside exclusivamente na fun¢do de distancia (ou métrica). Enquanto na Geometria Euclidiana
a distancia entre dois pontos (X1, y1) € (X2, y2) ¢ determinada pelo comprimento do segmento de
reta que os une, na Geometria do Taxi, essa distdncia ¢ calculada como a soma dos valores
absolutos das diferencas entre suas coordenadas horizontal e vertical: [x; — x2| + [y1 — y2|. Essa
alteragcdo na métrica tem implicagdes diretas na validade dos axiomas; notavelmente, o axioma
Lado—Angulo-Lado (LAL) para a congruéncia de tridngulos deixa de ser vélido nesta
geometria, embora o Quinto Postulado de Euclides, concernente as retas paralelas, seja mantido.

Segundo Pavani (2017) ter LAL ndo ¢é garantia que os tridngulos serdo congruentes, ou

IR

seja, ndo é valido o caso LAL. A figura 1 mostra uma situagio com AC = ED,C =D e
CB = DF, porém AB + EF.

Figura 1 — Triangulos: Lado — Angulo — Lado
F

n

Fonte: Pavani (2017), p. 35)
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Por se tratar de uma atividade introdutéria, as questdes apresentadas para os
licenciandos ndo nomeiam a Geometria do Taxista, assim como ndo exigem o conhecimento de
sua métrica, porém o aluno podera ter seu primeiro contato com a limitacdo da Geometria
Euclidiana para esse contexto e eventualmente levantar algumas hipdteses que sistematizaria o
que esta estudando.

Esta pesquisa caracteriza-se como qualitativa e interpretativa Creswell (2014, p.57), por
buscar compreender conceitos e definicdes metodologicas que orientam a investigagao
cientifica a partir do levantamento e andlise de dados. Nessa perspectiva, Minayo (2009, p.23)
reforga que a pesquisa envolve “[...] uma atitude e uma pratica tedrica de constante busca que
define um processo intrinsecamente inacabado e permanente”.

Para a producdo de dados, 11 professores em formacgao inicial, regularmente
matriculados na disciplina “Metodologia e Pratica do Ensino de Matematica” de uma
universidade publica, se reuniram em 6 grupos para desenvolver atividades matematicas na
resolugdo de dois problemas geométricos. Os mesmos serdo apresentados na sequéncia, com
resultados e discussdes pertinentes ao subdominio Conhecimento de Topicos (KoT) do modelo

MTSK.

Primeiro problema da tarefa didatico-matematica

O enunciado da tarefa proposta contempla um esboco de maquete, conforme figura 2.

Figura 2 — Esboco da maquete

Fonte: Kaleff (2004, p. 17)
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O conteudo da maquete estd representada na forma de malha quadriculada, de acordo
com o conteudo da figura 3.

Figura 3 — Malha quadriculada
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Na Figura 3 est4d desenhada a representacdo da maquete do bairro onde moram Maria,

Fonte: Kaleff (2004, p. 18)

Jodo, Tiago e Arthur. As linhas simbolizam ruas, os quadradinhos formados pelas linhas
representam os quarteirdes da cidade e os pontos negros a entrada de cada local (casa, escola,
entre outros). Chama-se quadra cada lado de um quarteirdo. Esta sera considerada como / (uma)
unidade de medida de comprimento.
a) Se Maria quer ir a casa de Arthur, quantas quadras ela ird andar se pegar o caminho mais
curto? Marque na malha os possiveis caminhos de Maria.
b) Agora, Jodo quer ir até a casa de Tiago, mais deve primeiro passar pela casa de Arthur.
Quantas quadras Jodo percorre até a casa de Tiago, tomando o caminho mais curto? Existem
outros caminhos do mesmo tamanho?
¢) Se escolher sempre o menor caminho entre dois lugares, quantos caminhos diferentes vocé
pode fazer se esses lugares estiverem na mesma rua?
d) Que analise vocé faz das respostas obtidas nos itens anteriores do problema 1?

Na perspectiva de tarefa didatico-matematica, o enunciado permite que o aluno se

depare com o “andar do taxi”, sendo necessario andar pelas ruas e perceber que a menor

V SENALEM - Seminério Nacional de Linguagem e Educa¢dao Matematica.
"Matematica, discurso e linguagens: contribui¢des para a Educagdo Matematica”.
PUC-SP, Campus Marqués de Paranagua, 03 a 05 de dezembro de 2025.



V Seminario Nacional De

Linguagem E Educacao Matematica
PUC-SP

distancia entre dois pontos, nessa situacdo proposta, nem sempre sera uma linha reta. Ele
também aborda as diferentes formas de chegar ao mesmo lugar, ou seja, em algumas situacdes
diferentes caminhos levam de uma casa até a outra e todos eles possuem a menor distancia.

O grupo 1 representou os possiveis caminhos entre a casa de Maria e Arthur (item a),

tornando-os visuais, conforme “figura 4”.

Figura 4 — Caminhos do grupo 1 —item a

Fonte: Arquivo da pesquisa (setembro-2025)

De acordo com o protocolo escrito do grupo 1, se Maria quer ir a casa de Arthur,
pegando o caminho mais curto, ela ira andar 4 quadras. Maria tem 4 caminhos possiveis,
considerando o menor caminho possivel. De acordo com os diferentes tipos de representagdes
semidticas classificados por Duval (2003), podemos dizer que o grupo 1 utilizou um registro
figural ndo-discursivo e multifuncional para o contetido da figura 4, pelo fato do seu tratamento
ndo envolver algoritmo. No entanto, essa forma de registro figural ndo possui propriedades
geométricas e, portanto, ndo pode ser caracterizada por meio dos pressupostos que Duval
(2012a, 2012b) utiliza para analisar a aprendizagem em geometria.

O grupo 2, optou por trabalhar com uma representagdo usando letras (C — cima, D —
direita, B — baixo ¢ E — esquerda) para indicar o sentido do percurso em relagdo as ruas, na
primeira questdo. De acordo com esse grupo, é necessario andar 4 casas, podendo variar a
configuragdo conforme o esquema abaixo, ja que é necessario andar 3 para cima e uma para

a direita: CCCD, CCDC, CDCC e DCCC. Em termos de representagdo semidtica temos um
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conjunto de possibilidades expresso de forma ordenada em um registro simbdlico de natureza
monofuncional por conta do seu tratamento envolver um algoritmo na forma discursiva.

Na analise da resposta ao “item b”, observou-se que tanto o grupo 1 quanto o grupo 2
mantiveram o mesmo tipo de registro de representagdo semiotica mobilizado na resposta ao
item anterior. O grupo 2 teve €xito ao replicar o processo de enumerabilidade, apresentando um
conjunto de 6 possibilidades de Jodo ir a casa de Tiago passando pela casa de Arthur. Ja o grupo
1 ndo teve o mesmo €xito no desempenho da resposta, pois nao considerou a possibilidade de
retroceder por uma parte do percurso ja trilhado, para caminhar um total de 8 quadras, gerando

6 rotas possiveis, ao invés de 3 caminhos, conforme contetido da figura 5:

Figura 5 — Caminhos do grupo 1 —item b

Fonte: Arquivo da pesquisa (setembro-2025)

No “item c¢”, a discussdo centra-se nas distancias horizontais ou verticais, que
correspondem as situagdes em que os pontos (casas) estdo alinhados na mesma rua. Nesses
cenarios especificos, as distancias calculadas sdo equivalentes tanto na Geometria do Taxista
quanto na Geometria Euclidiana. Todos os grupos participantes apresentaram corretamente essa
relagdo, inferindo que haveria um unico caminho possivel.

A resposta do grupo 1 para o “item ¢” evidenciou a compreensao do conceito de variagao
de coordenadas. Contudo, a auséncia da preocupagdo com o uso do valor absoluto é notavel
neste ponto, um aspecto crucial para garantir que as distdncias sejam sempre positivas e evitar
resultados negativos que seriam inconsistentes com a natureza da medi¢ao de distancias. Mais
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especificamente, o grupo 1 manteve-se essencialmente na atividade cognitiva de tratamento da
representacdo semidtica no registro de lingua natural, porém demonstrou auséncia conceitual
da noc¢ao de valor absoluto ao tentar produzir significado na medida de distancia em Ax ou Ay,
conforme atestamos no protocolo escrito: se os dois lugares estiverem na mesma rua (isto é,
ndo ha diferenga na coordenada vertical ou horizontal), entdo um caminho minimo é
simplesmente andar ao longo da propria rua. De tal maneira, a distancia minima serd igual a
varia¢do no eixo x ou'y (Ax ou Ay) e ha exatamente 1 caminho minimo (ir direto ao longo da
rua).

O “item d” dessa tarefa didatico-matemadtica teve como objetivo instigar a producao
escrita dos licenciandos com o objetivo de analisar a categoria da fenomenologia, mais
especificamente, possiveis apreensoes conceituais no contexto da Geometria. Nesse contexto,
o grupo 1 expressou uma compreensdo aprofundada da nocdo de distdncia na Geometria do
Taxista, ressaltando a obrigatoriedade de seguir os percursos das ruas e destacando as diversas
possibilidades de caminhos que podem emergir, conforme relato: como ndo podemos
atravessar quarteiroes em diagonal, o caminho mais curto de fazer determinado percurso é
caminhar primeiro algumas quadras em uma diregdo (horizontal ou vertical) e depois em outra,
até alinhar-se a posi¢do do destino. Essa ldgica garante que o nlimero minimo de quadras a ser
percorrido seja sempre a soma das diferengas entre as posi¢des horizontais e verticais dos dois
locatis.

Quando a distancia envolve deslocamentos em duas diregcdes diferentes, ha varias
maneiras equivalentes de chegar ao destino e mais de uma op¢ao com 0 mesmo comprimento
minimo, ja que ao alternar os movimentos horizontais e verticais em diferentes ordens gera
caminhos distintos.

J& em situagdes em que os dois pontos estdo alinhados em uma mesma rua, ndo ha
alternativas (visando o caminho mais curto): o Unico caminho possivel ¢ seguir em linha reta
pela rua.

O problema mostra que, em uma malha ortogonal, a no¢ao de “menor distancia” esta
ligada a0 modo com a malha impde restricdes de movimento (KALEFF, 2004). Portanto,
compreender o menor percurso envolve articular a intuig@o espacial com a ldgica combinatoria

(situacdes em que ha multiplas rotas equivalentes e outras em que a solugdo € unica).
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O grupo 3 abordou a distin¢ao entre a Geometria do Taxista e a Geometria Euclidiana,
observando que suas métricas de distancia se diferenciam, exceto quando os pontos se
encontram na mesma linha horizontal ou vertical. Ao identificarem a relagdo com um triangulo
retangulo, associando a hipotenusa a distancia euclidiana e a soma dos catetos a distancia do
Taxista, o grupo aproximou-se do entendimento da formula que define o calculo da distancia
na Geometria do Taxista, conforme explicitado na figura 6.

- Figura 6 — Resposta do grupo 3 —item d

%) O Cameyvo mazs corro  sd7os Gorn Ganlioe

, & oM Lo,
%ﬁgﬂ ;ﬁj:;; Qeseme. a5 as & Qd%fgwé% DS CAME
| 05 gomd cEMPE e 2D asrs PerA
SUPRIE i BCUAIO A oA MO Cotl Heloteddis D= IV

VAN G010 Perdw
27 S, SEUS CHETOS  ScewS OS CamnmAHOS AMES
CY2T0S , OUE Goviedre & Po2Sfuce J% Qe 08 Qusrier

~J
A0 OnAoRADS Couars

Fonte: Arquivo da pesquisa (setembro-2025)

O grupo 5, em sua analise, reportou ndo ter identificado observagdes particulares ou
distingdes significativas nos itens precedentes.

O segundo problema selecionado para estudo com base em Kaleff (2004), concentrou-
se na distincia de um ponto a uma reta. E notével que, mesmo sem uma exploragio prévia da
representacdo da circunferéncia na Geometria do Taxista, os alunos foram capazes de inferir
que, nas vielas 1 e 2, a distancia deveria ser calculada de uma tinica forma: por meio da medida
horizontal (para a viela 2) e vertical (para a viela 1). Em contrapartida, para a viela 3, os grupos
observaram a existéncia de multiplos locais ao longo da viela onde uma barraca poderia ser
montada, mantendo-se, em todos eles, a mesma distdncia minima.

Pavani (2017) aprofunda a exploracdo da distdncia de um ponto a uma reta (ou
segmento), utilizando o recurso da "expansdo da circunferéncia" da Geometria do Taxista. A
partir disso, ele formaliza a diferenca que os alunos perceberam intuitivamente, mas nao
conseguiram nomear, em relacdo a inclinagdo das retas (ou segmentos). O autor categorizou
essa relacdo em trés casos, conforme o coeficiente angular (m) da reta: a distancia pode ser
vertical se [m| < 1, horizontal quando |m| > 1, ou pode ser tanto vertical quanto horizontal

nos casos em que |m| = 1.
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A figura 7 ilustra o caso em que o mddulo do coeficiente angular (m) ¢ menor que 1
(Jm| < 1), sendo representada pela reta r:2y —x — 2 = 0. Nesse cenario especifico, a

distancia foi determinada tracando uma reta vertical que intercepta o ponto A.

Figura 7 — Distancia vertical

Fonte Pavani (2017, p. 40)

A figura 8 exemplifica o caso em que o mdédulo do coeficiente angular é iguala 1 (Jm| =
1), com a reta s sendo representada pela equacdo s: y — x + 2 = 0. Neste cenario, observa-se
que tanto a reta vertical quanto a horizontal, ao interceptarem a reta s, resultam na mesma
distancia minima. Essa equivaléncia se estende a outros caminhos que conduzem até o

segmento FG.

Figura 8 — Distancia horizontal ou vertical

sg:y—r+2=0

Fonte: Pavani (2017, p. 41)

No ultimo exemplo, ilustrado na figura 9, observamos o caso em que o médulo do
coeficiente angular é maior que 1 (|Jm| > 1), representado pela reta t: y — 3x — 2 = 0. Neste
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cendrio, a distancia ¢ determinada ao tragar uma reta horizontal que passa pelo ponto C, a qual

intercepta a reta ¢ no ponto B.

Figura 9 — Distancia horizontal

Fonte: Pavani (2017, p. 41)

Segundo problema da tarefa didatico-matematica
O enunciado dessa tarefa contempla um plano cartesiano, conforme contetido da figura

10.

Figura 10 — Plano cartesiano com vielas

/1

Vil 7’ T3

y
A

\’ifl_all

Fonte: Kaleff (2004, p. 35)

José ¢ um vendedor de cocos que vende o seu produto pelo preco de um real. No inicio

José tinha pouco dinheiro para investir nos seus negocios e vendia os cocos em sua residéncia.
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Agora, porém, as vendas estdo indo muito bem e José tem a oportunidade de ampliar o seu
negocio montando trés barracas para vender seus cocos, colocando uma barraca em cada uma
das vielas destinadas ao comércio de vendedores ambulantes do seu bairro. Estas pequenas ruas
foram construidas como locais para as pessoas venderem seus produtos, € nao ¢ permitida a
passagem de carros.

Na figura 10, estd representada a situag@o destas vielas no bairro onde José vive. Neste
desenho, o quadrado cinza representa a localiza¢ao da casa de José, o ponto preto indica a sua
porta e as linhas pretas, as vielas dos vendedores.

a) Sera que vocé pode ajudar José a encontrar o lugar, isto é, o ponto da Viela 1, mais perto
de sua casa? Descreva o que vocé fez para resolver a questao.

b) Agora, vocé pode ajudar José a encontrar o ponto da Viela 2, mais préximo de sua casa.
Descreva o que vocé fez para resolver esta questao.

c) Agora, sera que vocé pode ajudar José€ a encontrar o lugar mais comodo para ele instalar a
sua barraca na Viela 3?

d) O que vocé percebeu, em termos de geometria, na resolucdo dos itens anteriores?

Na resolugdo dos itens "a" e "b" do problema, todos os grupos conseguiram identificar
o método para calcular a menor distancia. O grupo 5, em sua resposta, destacou que, nesses
dois casos especificos, a distdncia minima seria obtida ao percorrer uma linha reta em direcao
a viela: horizontalmente para alcangar a viela 2, e verticalmente para a viela 1.

"

O grupo 4, ao abordar o item "a", aplicou o conceito da Geometria Euclidiana,
determinando a distancia por meio de uma reta perpendicular entre a casa de José e o ponto da
viela 1 mais préximo. Contudo, ao analisar o item "b", este mesmo grupo ponderou que a
aplicacdo da perpendicular ndo seria viavel, uma vez que implicaria a travessia por outras
edificacdes. Dessa forma, o grupo 4 demonstrou a percepcao da distingao entre as geometrias
envolvidas, agora no contexto da distancia de um ponto a uma reta.

Para o item "c", os grupos identificaram ndo apenas a menor distdncia, mas também a
existéncia de multiplos caminhos que levam a ela. O grupo 2, especificamente, detalhou o
numero de possibilidades para esses caminhos: vemos que o menor caminho da viela é de 7
quadras, mas hd outras configuracoes, nesse caso temos 2’ caminhos possiveis. Ele pode andar

para cima ou para a direita uma quantidade de zero a sete vezes cada e chegar em um ponto

da viela 3.
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No item "d", o ultimo da questdo, o grupo 3 explicou os procedimentos de calculo da
distancia para as vielas 1 e 2. Além disso, o grupo reiterou a situacdo previamente observada
por alguns dos outros grupos, que se refere a formacdo de um tridngulo isdsceles quando se
tenta aplicar uma das duas formas de célculo de distancia anteriores, seja a horizontal ou a
vertical. Em detalhes, apresentamos o protocolo escrito desse grupo: da casa de José para a
viela 1 e 2, o caminho mais proximo é uma reta e, portanto, é unica. Porém, da casa de José
para a viela 3, a casa estda exatamente no vértice de um triangulo isosceles quando tomamos a
viela 3 como base com o triangulo isosceles possui dois lados e dois dngulos iguais, uma vez
que todos os quarteiroes possuem a mesma dimensdo, todos os caminhos da casa de José até
a viela 3, terdo a mesma distdncia.

Em termos de representagdo semidtica, embora a esséncia das atividades dos alunos
tenha envolvido predominantemente o registro em lingua natural, observou-se uma atividade
cognitiva de conversao dessa representagdao, na mobiliza¢ao e coordenacdo entre o registro da
lingua natural e o numérico. O conteudo do registro numérico envolveu o raciocinio
combinatério expresso tanto na poténcia 2’ como sistematizagio do nimero de caminhos
possiveis (grupo 2), quanto na analise geométrica do tridngulo isodsceles para expressar os
possiveis caminhos da casa de José até a viela 3, todos com mesma distancia (grupo 3).

Essa tarefa didatico-matemadtica, em relagdo ao Conhecimento de Toépicos (KoT)
emergiu na analise das atividades matematicas dos licenciandos as seguintes categorias: (a)
fenomenologia e aplicagdes quanto a utilizacdo da nog¢ao da distdncia de um ponto a uma reta
(ou segmento), utilizando o recurso da "expansao da circunferéncia" da Geometria do Taxista;
(b) registros de representacdo na forma da lingua natural e numérico e (c) procedimentos
utilizados com base no raciocinio combinatorio para a contagem de caminhos possiveis.

No que diz respeito ao raciocinio combinatodrio, Silva e Pessoa (2015) compreende que
essa categoria de raciocinio € concebida quando se trata do ato de combinar, associar, juntar ou
compor elementos de um dado conjunto. Sao habilidades de um raciocinio desenvolvido antes
mesmo de que seja preciso usar operagdes combinatdrias mais formais, ou seja, uma situagao
na qual ha varias possibilidades de constru¢ao de agrupamentos e de caminhos e as mesmas

precisam ser quantificadas.
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Ao término da resolugdo desses dois problemas, propomos uma questao reflexiva, cujo
teor das respostas dos licenciandos, sera utilizada como parte das consideracdes finais desse

relato de pesquisa.

Consideracoes finais

Propomos a seguinte questao para os licenciandos: o que vocé pode relatar em termos
da geometria aplicada na resolugdo desses problemas?

Alguns grupos nao entregaram o seu relato escrito. O grupo 1 destacou que a Geometria
serviu como um instrumento essencial para a compreensao e a resolugdo de situagdes praticas
do cotidiano, ou seja, percebe-se que a geometria ndo aparece apenas como uma disciplina
abstrata, mas como um instrumento para compreender e resolver situagoes praticas do
cotidiano. Em todos os casos, a ideia de espaco estruturado, seja uma malha urbana, uma viela
ou o posicionamento de ocorréncias, orienta o raciocinio, suporte logistico e conduz as
decisoes mais adequadas.

As atividades matematicas dos licenciandos mostraram conexdes intradisciplinar entre
a geometria € o raciocinio combinatorio no caso da possibilidade de mais de um caminho
minimo, a contagem dos percursos possiveis tornou-se uma questdo de ordenacdo de
movimentos.

De modo geral, a resolugdo dos dois problemas mostrou que a geometria aplicada nao
se limita a desenhar figuras ou calcular angulos. Ela se torna um modo de interpretar o espago
e de orientar escolhas praticas.

Para o grupo 5, a métrica ndo euclidiana emergiu como o aspecto de maior proeminéncia
em sua analise. Especificamente, a distancia considerada por este grupo foi definida pela soma
das diferengas modulares entre as coordenadas correspondentes dos pontos, caracterizando uma
abordagem métrica distinta da Euclidiana tradicional.

Em sua andlise, o grupo 6 evidenciou a crucialidade do plano cartesiano como
ferramenta para o calculo de distancias, promovendo a mobilizacdo e coordenacdo da
representacao semidtica na atividade de conversdo entre o registro grafico (localizagdo de
coordenadas) e algébrico (relacdo de distidncia entre pontos e ponto e reta (simbolizada por

vielas)). Nas palavras do grupo 6, emerge a categoria procedimentos pertinente ao subdominio
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do Conhecimento de Topicos (KoT): foi necessdario relacionar a posi¢ao dos objetos como
coordenadas no plano cartesiano, aplicar a rela¢do da distdncia entre dois pontos e entre
ponto e reta (viela)...

A analise das respostas fornecidas pelos 13 licenciandos reunidos em 6 grupos, permitiu
inferir que a tarefa didatico-matemadtica constituiu um meio eficaz para acionar categorias do
KoT, em especial, a apreensdo conceitual de noc¢des introdutdrias da Geometria do Taxista.
Adicionalmente, houve a possibilidade dos licenciandos constatarem por meio da diversidade
de representacdes semioticas que a Geometria Euclidiana apresenta limitagdes consideraveis ao
abordar desafios praticos cotidianos que envolvem a determinagdo de distdncias em cenarios

urbanos, como as ruas de uma cidade.
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