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Resumo

O presente relato tem por objetivo descreverepistdie sala de aula cujoprocesso
de aprendizagem fundamenta-se na teoria da relapéosaber de Bernard Charlot.
Para a analise da produc¢do de informactes soltevamdes matematicas dos
alunos, apoiamos nos aportes tedricos dos regudtrospresentacdo semidtica de
Raymond Duval. A pesquisa de cunhoqualitativo, mocm a participacao de vinte
e sete estudantes do curso de Engenhariaenvohvéd@solucao de
duastarefasplanejadas e aplicadas na discipli@tbello Diferencial e Integral 1.
Os resultados obtidoscom o trabalho de campo peamitesponder a
seguintequestdo de investigacdo: como se deu arsjdieconceitual dos
alunosenvolvidosemtarefas de Célculo Diferenciategral?A anélise dos
resultados revelou a importancia de considerarrtratamento do erro como forma
de valorizagéo do proceso de aprendizagem.

Palavras chavecalculo diferencial e integral, registros de esgntacao semiotica,
sequénciadidatica, winplot.

Introducéo

Ao longo do nosso percurso enquanto docente de&&iperior percebemos que nos
cursos de Engenharia, muitas vezes existe uma pr@ocupacao com as operacdes envolvendo
os conteudos das disciplinas de Calculo Difererclategral do que a construcdo de saberes
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Mobilizacdo de registros de representacdo semidivaarefas de Calculo Diferencial e Integral 2

relativos aos conceitos desta area de conhecinfeata.nds, este fato tem relacdo direta com o
desempenho, muitas vezes insatisfatorios, por gage@lunos nessa disciplina.

Para auxiliar os alunos no processo aprendizagatisdiplina de Célculo Diferencial e
Integral 1, inserimos em nossas aulas a leitutitpos contendo o planejamento e
desenvolvimento de tarefas pertinentes aos consedeenvolvidos em nossas aulas; alguns
publicados nas edi¢cbes do Congresso Brasileiradded€ao em Engenharia (COBENGE), o
gual reserva em cada uma das suas reunides amuagspaco dedicado as discussdes inerentes
ao processo de ensino-aprendizagem dos seus div@msponentes curriculares.Outra estratégia
didatico-pedagdgica foi a implantacédo do uso dowswe livre winplot no decorrer das
atividades realizadas pelos alunos.

Selecionamos para este artigo episédios de saaldenvolvendo a producdo de saberes
em uma turma de vinte e sete alunos, tomando perdmatividades matematicas realizadas por
eles em duas tarefas propostas. Aprimeira tarkfagada a partir da leitura e discusséao do
artigo de Barros e Meloni (2006), contemplou o glédice area delimitada pela curva, o eixo x e
um intervalo do mesmo.J4 a segunda, foi produzjater da sequéncia didatica envolvendo a
construcao e analise grafica de uma funcao, adapiadrtigo de Jesus, Peixoto e Mascarenhas
(2002).

Na condicdo de professores-pesquisadores, a fogémutias tarefas teve o propdosito de
gerar respostas para a seguinte indagacéao: codeuseapreensao conceitual dos alunos
envolvidos em tarefas de Calculo Diferencial edraé?

Na busca de respostas a questao de investigag@uzagos a escrita do artigo
apresentando a fundamentacéo tedrica, o percurtsaloh&gico e os resultados mediante a
analise da producéo de informacdes dos estudantes.

A compreensao no aprendizado de matematica

Em Matematica, somente se pode aprender se condperaes o enunciado da tarefa
proposta, bem como as estratégias para sua resoN@dperspectiva de Duval (2012)
compreender envolve o ponto de vista matematiameitivo.

Do ponto de vista mateméatico, a compreensao isieieem a explicacdo sobre o uso de
determinadas propriedades mateméaticas que, nordedorprocesso, deve responder a
exigéncia epistemoldgica de prova que € comumadodhecimento cientifico. Nao se trata
aqui de demonstrar no senso estrito do termo, masessario argumentar sobre as conjecturas
construidas de modo a valida-las ou refuta-las.

Do ponto de vista cognitivo, compreender implicagmnhecimento dos objetos
matematicos representados. Para ocorrer este egomnto, a compreenséo € guiada pelo
modo de acesso aos objetos matematicos. O acessesabbjetos se faz pela producéo de
diferentes registros de representacdo semioticgyais ndo podem ser confundidas com os
objetos que eles representam (Duval, 2009). Owttalltk € o fato de termos a possibilidade de
pelo menos dois registros de representacao semfiitintos serem associadas a um mesmo
objeto, o que constitui 0 problema crucial da caepsdo no aprendizado da matematica
(Duval, 2012).

Ser capaz de reconhecer o mesmo objeto em pelosrdeisregistros diferentes de
representacao semiodtica possibilita a convers@egdistros quando necessario.Esta conversaoé
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uma transformacao de registros em que se altefarma de apresentar o contetdo,
conservando a referéncia ao mesmo objeto. A remeEs geométrica de uma reta pode ser
representada na forma de um registro algébricay +b, com “a” e “b” numeros reais.

Além deste tipo de transformacao dos registrogepgeesentacdo semidtica ha também o
tratamento, o qual constitui numa transformacaatasiente interna ao registro, sendo muitos
destes especificos de cada objeto. Como exempdenpus citar que no célculo do limite de
uma funcao escrita na forma de quociente; aplicgmmsessos de fatoragao para obter
expressoes algébricas mais simples, com a finaidadeliminar a indeterminacgéo, o que
permite determinar o seu valor.

Em sintese, Duval (2012) argumentou que a atividaatiematica comporta duas faces.
Uma delas € matematica, centrada nos objetos,atesso l6gico-dedutivo, que leva a
decomposicdo dos conteludos matematicos a ensimautré face € cognitiva, inversa da
matematica; pois ndo se decompde em conteldogrmmastudes intelectuais (maneira de
olhar, de raciocinar, de explorar o objeto materoatia mobilizacdo de diferentes
representacdes). Atitudes desta natureza é quibiits® aos alunos a capacidade de
compreender e de saber utilizar conhecimentos ndditson para resolver problemas.

A relacdo com o saber

Em nosso cenario, a sala de aula, estamos contesiopdeprofessor, o aluno e o saber sob
a Otica da Didatica, em especial, da matematicapaarte de conceber e conduzir condi¢des
gue podem determinar a aprendizagem por parte daij@io (D" Amore, 2007). O termo
condi¢bes tem sido tratado em nossas pesquisasaoahe;ao que o sujeito (aluno) estabelece
com o saber nas interagBes com 0s colegas e coofiessor.

Bernard Charlot,em entrevista para Souza (20117 afirmou que “a relagdo com o
saber é a relagdo com lugares, pessoas, atividedesem que se aprende”. Esta relagéo é
singular e externalizada por meio de representd@dgsmentacao, verificacao,
experimentacao, vontade de demonstrar, provadaral{Charlot, 2000, p.60). No caso do
objeto matematico o mesmo néo é perceptivel, maasso se da por meio de registros de
representacdo semiotica.Neste sentido, temos dlactugoftware winplot em nossas aulas de
Célculo Diferencial e integral, por conta do nosgeresse sobre as relagdes que o estudante
pode estabelecer com a tecnologia e com seus pares.

Delineamento metodoldgico

Dada a natureza da questao de investigacdo, opfaeteopesquisa qualitativa, a qual
pressupde uma producéo descritiva de informacodamgao do interesse do pesquisador na
compreensao do significado que os participantésuatm as suas experiéncias (Ponte, 2006).
Neste sentido, a partir da formulacdo de duasammebitematicas, utilizamos trés instrumentos
para a constituicdo do repertdrio de informac6ea paalise: imagens geradas pelo software
winplot, registros escritos da resolucéao dos estiedee fragmentos de intervengdes realizadas
pelos pesquisadores.

O enunciado das tarefas envolveu sequéncias didatie, segundo Almouloud (2007) é
uma atividade de ensino cuja finalidade para ursgyisa € 0 seu processo experimental, ou
seja, o conjunto de etapas delineadas pela eldmraglicacao, producao e analise das
informacdes.
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A construcdo da sequéncia didatica para a prineiedadeu-se a partir da metafora
descrita a seguir por Barros e Meloni (2006, p.7#4lnetafora dividir para conquistar é
baseada numa tatica de guerra do imperador rontgindCEsar, que mandava espides para
semear discordia nos paises a serem conquistadegjieecendo-os. A ideia basica desta
abordagem é a seguinte: um problema dificil € paes divisivel num conjunto de problemas
cuja resolucao é relativamente facil. Para tarddemos primeiramente dividir o problema em
subproblemas (menores), em seguida resolver estas mstancias e, finalmente, intercalar os
resultados desses subproblemas para achar a sdlugéioblema principal, ou seja, dividir para
alcancar o todo (conquistar o todo)”.

Inspirados nessa metafora, elaboramoso enunciatiwefa envolvendo um problema
subdividido em problemas menores, cujas resolugdéssibilitaram a resolucéo do problema
inicial:

Tarefa 1: Metafora dividir para CONQUISTAR

Em termos matematicos considere f(x) Z+4& definida no intervalo [-1, 2]:

1. Utilize o Winplot para calcular a area entre a ag\o eixo “X”. Selecione
“Visualizar” para ver os retangulos construidoscengo dos subintervalos.

2. A partir desta representacgéo gréfica fracioneerwalo [-1, 2] de forma que cada
retangulo tenha largura igual a 0,5. Determine didaeda area entre a curva e o0 eixo “x”".

3. Agora utilize retangulos com largura igual a 0,3%#ir da fracdo do intervalo [-
1, 2]. Determine a medida da area entre a curvaieod‘x”.

4, Se continuarmos dividindo a atividade original emmoblemas, o que podemos
afirmar sobre a medida da referida area, ao passogjretangulos ficam com cada vez mais
estreitos em sua largura?

O enunciado da segundo tarefa foi uma adaptacpmgastafeita por Jesus, Peixoto e
Mascarenhas (2002) e ganhou a seguinte formulacéo:

Tarefa 2: Construa o grafico da funcéo f(x) = x% e utilize-o na analise de cada item
a sequir:

a) como podemos apresentar o conjunto dominio?

b) a medida que “x” se aproxima cada vez mais d& peque ocorre com o produto x.sen

e

c) a medida que ocorre um distanciamento cada ag&xr mos valores de “x” em relacao
ao zero, 0 que ocorre com o produto de >{}r§}0

d) como podemos apresentar o conjunto imagem?
e) € pertinente associarmos assintotas a estaeapmedo grafica?

Na proxima sec¢éo destacamos producdes de inforsgedadas por grupos de estudantes
pertencentes a uma turma com 27 alunos, no dedwr@esenvolvimento de suas atividades
matematicas. Os alunos foram orientados no monuengpresentacao das tarefas sobre a
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importancia de preservar o raciocinio expressoslperentes formas de registros e, portanto,
estavam cientes do papel de protagonistas neségada pesquisa. Por isso, tivemos
oportunidade de acesso tanto aos registros espataseio de lapis e papel, quanto aos registros
plotados na tela do computador.

A producéo e analise das informacgdes

O processo de resolucdo da 12 tarefa iniciou-seacapmesentacao da figura 1, construida
por um grupo de 4 estudantes, relativa ao vald@rea compreendida entre a curva f(x) &
e 0 eixo x, definido no intervalo [-1, 2]. Atravéa utilizacdo do winplot foi gerado o valor 9
unidades de area, bem como a visualiza¢ao de 2éhtaubalos no item a.
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Figura 1. Tela do Winplot para calculo de area

Para os itens b e c a estratégia de resolucdesendolvida em duas etapas. A primeira
levou em conta o célculo feito “a mao”. J& na seguetapa, buscou-se sistematizar os passos
desenvolvidos na primeira etapa no winplot; ossjaatéo descritos a seguir:

1. Considerou a largura proposta para cada conjuntetdiegulos e verificou a
guantidade deles no intervalo [-1,2];

2. Identificado os valores de “x” como extremos dasekados retangulos, foi
calculado os valores correspondentes as imagensa(de cada retangulo) na funcao f(xf=4

3. Para cada retangulo estabeleceu-se o valor corméspt a area.

4, A soma das areas representou o valor aproximadoapaferida integral.

Especificamente, em relacéo ao item b, apresentarpostocolo de resolucéo (figura 2) e
a respectiva imagem gerada pelo software (figureeBflo em vista a particdo do intervalo [-1,2]
em sub-intervalos de dimenséo igual a 0,5:
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Figura 3 Tela do winplot com célculo aproximado de area

Ao compararmos as figuras 2 e 3 observamos umaogéncia no valor aproximado da
area em questdo, com uma diferenca de 0,005.

Em relacdo ao item c, a particdo do intervaloZ}em subintervalos de dimenséo igual a
0,25 gerou o dobro de retangulos, ou seja, ded®JarO protocolo de resolucao esta na figura 4
e a respectiva imagem gerada pelo software naafigur
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Figura 5. Tela do winplot com célculo aproximado de areardipde 12 subintervalos

Ao compararmos a figura 4 e 5 observamos uma cgémeia no valor aproximado da
area em questao, com uma diferenca de 0,00375.

Na continuidade do processo de particdo do interva| 2], o estudante Ivan expos: “a
medida que os subintervalos (retangulos) ficam vadanais estreitos, o limite da area tende a
9, ou seja, se com os retangulos subdivididos obenvialos de 0,5 em sua soma obtivemos 9,62;
guanto mais subdivididos estes retangulos estieaesama sera um resultado cada vez mais
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préximo de 9. No gréfico, isto ocorre devido queeaiangulos, cada vez mais estreitos,
preencherem melhor o espaco entre (-1) e 2, elmdmas sobras a direita do eixo y ou faltas
das areas a esquerda do mesmo eixo, em relac@eaa @anforme podemos ver nas figuras a
seqguir”.

Figura 5. Apresentacdo dos subintervalos iguais a 0,5;®@2325 conforme comentado por
Ivan

No decorrer da realizacdo da sequéncia didatiestoslantes transitaram da metafora
proposta por Barros e Meloni (2006) para uma egjiatde particdo do intervalo [-1,2] com o
auxilio do software winplot; ou seja, a area ddkai@ pela curva e o eixo x foi sendo ocupada
por um conjunto de retangulos, cujo calculo da érswmais simples.

No decorrer das etapas de resolugéo a utilizacéet@iegulos com base cada vez mais
estreita e, consequentemente em maior numero bilitesi aos estudantes, por um lado,
visualizar o processo de otimizacdo do preenchion@otespaco delimitado pela curva, o eixo x
e o intervalo [-1, 2]. Por outro lado, o process@adrticdo de cada retangulo reduzindo o valor
da sua nova base a metade do valor anterior paranttompreensao de que o calculo da medida
da area de uma figura ndo convencional pode seessgalgebricamente como um limite de
funcgéo.

Nas diversas figuras descritas houve tanto a &tida de registros de representagcéo
semiotica interno a um mesmo tipo de registrogin@nto), quanto entre registros (conversao).
Em termos de tratamento tanto as diferentes rapeegies graficas nas figuras 1, 3, 5 e 6,
guanto as representa¢cdes em tabelas, no casguessfl e 4.

Com relacéo as transformacgdes de registros deseeedo semidtica na modalidade de
conversao temos os pares de figuras que assodiataga graficos como formas de
representacao para a construgao intuitiva do cndeiintegral.

Na perspectiva de Duval (2009; 2012), esta molgdimee coordenacao de registros de
representacdo semiotica foi fundamental para andj@agem intuitiva do conceito de integral
como limite de funcdo, numa perspectiva geomeétrica.

Com relacdo a segunda tarefa, para a analise daioados seus itens, recorremos aos
registros escritos e entrevista sobre a atividaakemmatica desenvolvida por um grupo de 3
estudantes. O “fazer” matematica na concepc¢ao gal2012) relacionou a maneira de
raciocinar e ver o problema.

A seguir apresentamos um registro escrito deseeffa
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Figura 7.Resolucéo parcial da taref

Com base no conteudo da figura 7 intervimos poordeiindagacdes para analisarme
teor das respostas de cada um dos cincopropostos:

a) D(f(x)) = IR ou {x OIR/x# 0}
b) O produto x.se(}f() também tende a zero.

c) Tendeal
d) Im (f(x)) = {yOIR/y<1, y)-0,2 e y£ 0}
e) Sim, elas vao ser paralelas ao eixo x, horitombgpontoy =1 ey - 0,2.

A analise das respostas revelaram erros nos tié®aglitens. Na perspectiva de Du
(2012)estes erros classificados de transitérios, ou s&fadiretamente ligados a uma noc¢ao
um processo matematico particular. Era desejawebgualunos utilizassem o Teoreme
Confronto ao invés do Limite Trigonométrico Fundataé

Mediante a estei@gnostico houve a necessidade de intervencaoafesgio-pesquisador
no processo de compreensao desses alunos. Priraetegmesgatamos o seguinte registr

protocolo (figura 7)=1 < senz < 1. Pedimos que os alunos explicassem o cdo do registro
escrito: “z representa a fung ) entao se ¢ varia entre 1 e {J”. Na leitura dest
registro os alunos perceberem o erro cometidoemo ‘t”.

Para refletirmos sobre os erros cometidos no i#he “e”, sugerimos a construcao de
gréafico gerado no software winplot e uma tabelguffa 8) correspondente ao interve-5, 5],

estabelecido a partir do dominio da fungéo f(x)set ik
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Figura 8.Graéfico e tabela gerados pelo win,

A tabela da figura 8 permitiu aos alunos validaseoonjectura de que y = x.:(}f()

oscila de (3) até 1 levando em conta o dominio da funcao,eocquacterizou corretamentt
intervalo da imagemedf(x). Esta atitude intelectual dos estudantesiif@stada pela exploragi
do objeto matemaético a partir da conversao e coad® do registro gréfico e figural (tabe
possibilitou aos alunos a capacidade de compreendersaber o que foi feito errado na
resposta do item “d”.

Em relacéo ao item “e”, o profes-pesquisador questionou esse grupo de estudantes
0 conceito de assintota para que a partir do gréficfigura 8, pudessem validar a conjectur
que afuncéo f(x)= xsin(1/x) osci indefinidamente entre (-x) e (x).

. 1
Pelo Teorema do Confronto, os alunos conam a desigualdadex < xsen (;) < x.

Em seguida, designardix)=-x e h(x)=x. Aplicaram os limites de fung&o parg #h(x) para
tendendo a zero e observaram que resultados tendem a zero. Finaliza, concluiram que
lim,_,q x.sen(l/x) =0.

Nesta tarefa, o grupo de estudantes mobilizoutregigle representacées semibdtica
natureza algébrica e grafica (figura 7). Porénmcomplementa-losom o auxilio do winplo
(figura 8), a compreenséao do objeto matematicot-se mais acessivel. A intervencao
professorpesquisador em resgatar o conceito de assintatianf@asso importante para moti
a revisao das atitudes intefeais dos alunos, ou seja, que a aplicacdo defeoFundament:
da Trigonometria no item “e” foi inconsistente fred mobilizacdo dos registros
representacao semidtica.

A funcionalidade do software winplot na atividadateméatica da tarefa 2 restou a
concordancia que temos em relacédo a Guimaraes,(@@®)20 afirmar quo uso dos softwares
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matematicos agiliza processos algébricos, e pangboe pode proporcionar atividades de
reflexdo, como mudancas de parametros das fungi@es,de permitir visualizacdo grafica.
Podem proporcionar um ambiente de investigacapade dos alunos, e ndo simplesmente uma
forma &gil de obter respostas.

Ao refletir como se deu o processo de desenvolviongas atividades matematicas dos
alunos, pudemos perceber que as tarefas propostasam-semomentos de investigacéo, nos
guais os estudantes se deparavam com problemasegpana resolvidos. A subdiviséo dos
mesmos, em problemas menores, foi uma estratédégpgica que motivou os estudantes na
observacao de propriedades, no estabelecimenwai@es, possibilitando a aprendizagem pela
compreensao dos enunciados das tarefas propashas ponto de vista matematico e cognitivo.

Do ponto de vista matemético, exploramos com aglastes o processo logico-dedutivo
por meio da avaliacdo de conjecturas necessasipseadizagem do conceito de area (tarefa 1),
do conceito de assintota e da aplicabilidade doehe@ do Confronto, ambos presentes na tarefa
2.

Do ponto devista cognitivo, instigamos a mobilizag&coordenacédo de registros de
representacao semiotica distintos, necesséariosems@dos objetos matematicos, no caso, 0s
referidos conceitos em questao.

Este cenario de investigacao ressaltou como resutta pesquisa que os pontos de vista
matematico e cognitivo, embora inversos sob a petisfa de Duval (2012), ndo sédo
excludentes; pelo contrario, sédo inter-relacionadnprocesso da aprendizagem.A inter-relacéo
ocorreu pelo fato de que a apreenséo conceituadmexto do Célculo Diferencial e Integral se
fez pela mobilizacdo e coordenacéo de diversostregide representacdo algébrico, geométrico,
tabela e grafico.

Consideragdes finais

Quando lecionamos Calculo Diferencial e Integeahds a preocupagdo com o
desempenho ndo satisfatorio de uma quantidaddis@divia de alunos. Neste relato de pesquisa
apresentamos um cenario de investigacao com dwabfi analisar a apreensao conceitual dos
alunos envolvidos em duas tarefas.

Na primeira, os estudantes foram capazes de proghlatres envolvendo o conceito de
area de uma figura bidimensional via limite de imgesta apreensao conceitual, em um
primeiro momento,articulou o registro algébric@&fgro eo figural (particées de uma curva a
partir da construcao de retangulos), todos apradestna tela do winplot. Em um segundo
momento, a construcao de subproblemas (problemasres) fez com que os alunos
registrassem em uma tabela os calculos feitos canxitio de lapis e papel. Apoiados neste
registro,os alunos utilizaramoutro registro (nuc@rpara estabelecer o calculo da area relativa
a cada retangulo e, consequentemente, do conjemnttahgulos.

Para cada subproblema recorreram a visualizac@ioaypioporcionada pelo winplot com
0 objetivo de avaliar a convergéncia no calculdma requerida. O fato de que a cada nova
convergéncia, a diferencga entre os calculos das #oeficando cada vez menor permitiu aos
alunos utilizarem o registro da lingua natural gastematizar intuitivamente o conceito de
integral na perspectiva geométrica.
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Na segunda tarefa a apreensédo conceitual porgstalunos ocorreu com a valorizagao
dos seus erros cometidos, no sentido de servirdmaskepara 0 processo aprendizagem.
Recorremos ao registro grafico e de tabela, genad@g@nplot, para que os alunos pudessem
confrontar com 0s seus registros algébricos ey erros produzidos.

A visualizacdo grafica da tarefa permitiu aos atua@oordenacédo dos registros de
representacdo semiotica mobilizados na atividadem#ica da tarefa 2. Esta coordenagéo nao
se fez de forma direta, pois a aplicabilidade ¢ard® Teorema do Confronto so foi possivel
guando os alunos compreenderam sobre a importdndanceito de assintota. Na
representacao grafica produzida no winplot, ndinfdusa as assintotas, comprometendo a
realizacao correta da tarefa. Porém, a intervedogwofessor-pesquisador foi de suma
importancia para atenuar os erros transitérios.
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