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Resumo:

Esta investigagdo teve como objetivo principal viabilizar o estudo do conteudo de numeros
complexos para alunos da 3* série do Ensino Médio, valorizando o enfoque geométrico. Para
responder a questdo de investigacdo (que contribuicdes o GeoGebra pode agregar na
constru¢dao de saberes quando articulamos com a resolucao de tarefas do Caderno do Aluno
disponibilizado pela Secretaria de Educacao do Estado de Sao Paulo?), apoiamos na teoria
dos Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval. Os resultados dessa pesquisa
de natureza qualitativa revelaram que a visualizagdo grafica oferecida pelo software
contribuiu para a compreensdo das operagdes algébricas com tais nimeros. No entanto, ao
optar por trabalhar sob a Optica geométrica dos nimeros complexos, destacamos a
importancia do papel mediador do professor ao contribuir com o aluno na forma de se
expressar matematicamente correto, na conversao do registro figural (imagem do computador)
para o registro na lingua natural (interpretacdo da imagem).

Palavras-chave: Numeros complexos; Ensino médio; Geogebra; Registro de Representagao
Semiotica.

1. Introduciao

Na condicao de professora da educagdo basica ao longo de 30 anos avaliamos que os
documentos curriculares para o Ensino Médio tanto da educacdo paulista quanto aqueles da
educagdo em nivel nacional tém valorizado o contexto algébrico das opera¢cdes com niimeros
complexos para subsidiar a resolucdo de equacdes polinomiais. Nas orientagdes

complementares aos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, encontramos que

Tradicionalmente, a Matematica do ensino médio trata da ampliagdo
do conjunto numérico, introduzindo os ntimeros complexos. Como
esse tema isolado da resolucdo de equacdes perde seu sentido para os
que ndo continuardo seus estudos na area, ele pode ser tratado na
parte flexivel do curriculo das escolas. (BRASIL, 2002, p.119)

Esta citacdo em relagdo ao estudo dos niimeros complexos gera incomodo, pois
concebemos que o tratamento dos niimeros complexos, articulando a geometria com a algebra
¢ uma oportunidade impar de estabelecer conexdes internas com outros conteidos da

matematica como, por exemplo, geometria analitica, matrizes, entre outros.
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Na dissertacdo de mestrado desenvolvida pela primeira autora deste artigo sob a
orientacdo do segundo autor, tracamos como objetivo estudar os nimeros complexos
transitando nas suas diversas representacdes: algébrica, geométrica, vetorial, grafica e

trigonométrica.

Para tal estudo desenvolvemos uma pesquisa de natureza qualitativa cujo instrumento
de produ¢do de informacdes foi a aplicacdo de tarefas com base no material contido no
Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014). Houve a inclusdo do software GeoGebra na
realizagdo das atividades por parte de 13 alunos, em média, de uma turma de 3° série de uma

escola publica do municipio de Capela do Alto, interior de Sdo Paulo.

As atividades matematicas com o software GeoGebra envolveram a utilizagdo da regra
do paralelogramo para o processo de construcdo e interpretagdo das operacdes de adigdo e
subtracdo, relagdes envolvendo os angulos e os modulos dos nimeros complexos nas
operagdes de multiplicagdo e divisdo e a representacdo dos nimeros complexos na sua forma

trigonométrica.

O trabalho de campo desenvolvido de acordo com os principios da engenharia didatico
buscou respostas sobre quais contribuicdes o GeoGebra pode agregar na construgdo de
saberes desses alunos quando articulado com a resolucdo de tarefas envolvendo os contetidos

jé descritos com nimeros complexos.
2. Numeros Complexos via Registros de Representacdes Semioticas

A matematica ¢ permeada pela multiplicidade de representagdes, seja pela escrita na
lingua natural, linguagem algébrica, grafico, entre outras. As representa¢des de natureza
semidtica permitem o acesso ao objeto matematico que na sua esséncia ¢ abstrato. Este fato ¢

um marco da teoria dos registros de representagdo semidtica de Raymond Duval.

Para Duval (2009), a distingdo entre objeto e representagdo ¢ fundamental para a
compreensdo matematica. O alerta para que ndo haja confusdo na relacdo objeto —
representacdo deve-se ao fato de que diversas representacdes podem estar associadas ao

mesmo objeto matematico.

No caso do objeto matematico numero complexo, podemos representa-lo a partir do
registro algébrico (z = a+bi, com “a” e “b” elementos reais), registro na forma trigonométrica,

matricial, entre outras.
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A possibilidade de se representar um determinado objeto matematico através de pelo
menos dois destes registros de representacdo, torna mais viavel a compreensdo em
matematica, ou mesmo a capacidade de trocar a todo instante de registro de representacdo. Ha

dois tipos de transformagdes dos registros semiodticos: os tratamentos e as conversdes

(DUVAL, 2009).

Ao realizar operacdes algébricas com niimeros complexos como, por exemplo, adigdo;
ndo mudamos o sistema de registro, o que configura uma transformacao de tratamento. No
caso de transitarmos por diferentes registros de natureza semidtica temos um processo de

conversao, conforme ilustragdo a seguir:

por convers3o Transforma(;ao
pOI' convers3o

z=2+3i 2, 3)

Transformagao Transforma(;ao

por convers3o por convers3o

Im

Re

Figura 1: Diversidade de registros de representacéo semiotica

Na teoria de Raymond Duval uma discussao importante que se faz ¢ com relagdo ao
que o autor denomina de custo cognitivo, o qual estd diretamente ligado ao fendmeno de
congruéncia. Segundo Duval (2012, p. 283), “quando ha congruéncia entre a representacdo de
partida e a representacdo de chegada, a conversdo ¢ trivial e poderia quase ser considerada,
intuitivamente, como um simples cddigo”. Retomando o conteudo da figura 1, observamos a
conversdo da representacdo do nimero complexo na forma algébrica (z= 2+3i) para um
registro na forma de par ordenado (2, 3) e este por sua vez, para a forma geométrica (ou
grafica). Neste processo de mobilizagdo de diferentes registros com contetidos distintos para o
mesmo objeto matemdtico (nimero complexo) houve congruéncia; pois na conversao a
representacdo terminal (no caso, a geométrica) deixa transparecer a representacao de saida (no

caso, a forma algébrica).

No entanto, nem sempre o processo da conversdo ¢ congruente. De acordo com Duval
(2012, p. 284) “quando ndo ha congruéncia, ndo somente a conversdo torna-se custosa em
termos de tempo de tratamento, mas pode criar um problema diante do qual o sujeito se sente

desarmado e a possibilidade de conversdao ndo vem mais a mente”.
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No caso da nossa pesquisa, quando o enunciado das tarefas solicitou a conversdo do
registro na lingua natural para o registro figural (imagem gerada pelo software GeoGebra) o
custo cognitivo foi baixo; pois o fendmeno de congruéncia prevaleceu. Ja no processo inverso
de conversdo destes registros semidticos citados, houve um diferencial no custo cognitivo
devido a auséncia da congruéncia. O alto custo cognitivo foi oriundo da solicitagdo que
fizemos aos alunos para que apos cada representacdo geométrica gerada no GeoGebra, os
mesmos explicassem quais foram as conclusdes obtidas de acordo com o enunciado proposto

na tarefa.

Podemos ilustrar esta situacdo com o seguinte enunciado de tarefa presente no nosso
trabalho de campo: faca a operag¢do de soma entre o numero complexo e seu conjugado,
utilizando a caixa de entrada do Geogebra. Que conclusdo vocé chega em relagdo ao
resultado obtido? Se vocé movimentar o z;, o que acontece? De onze alunos que resolveram
estas duas questdes, apenas uma aluna respondeu oralmente e de forma correta no decorrer
das interlocucdes travadas com a pesquisadora. O baixo rendimento decorreu do fato de nao
haver transparéncia entre a representagdo terminal (o vetor soma) e a representacdo de saida

(no caso, a operagdo de adi¢do do nimero complexo com o seu conjugado).

Mais precisamente, ao propor esta tarefa, procuramos fazer o aluno refletir sobre a
relacdo de um niimero complexo com o seu conjugado, que esta no fato da operagdo de adi¢ao
entre eles gerar como resultado um nUmero real; cuja representacdo vetorial pode ser
associada ao eixo de simetria obtido pela configuracdo da regra do paralelogramo. A falta de
transparéncia citada esta exatamente no fato de que ao solicitar ao aluno que movimentasse o
namero complexo escolhido, esperdvamos uma percep¢ao generalista de que para qualquer

nimero complexo somado com o seu conjugado o resultado ¢ um niimero real.

Em termos de educagdo do Estado de Sao Paulo destacamos consolidagdo do novo
Curriculo (CESP) com base nas leis de Diretrizes ¢ Bases Nacionais ¢ na adocdo de
competéncias e habilidades contidas na matriz de avaliagio do Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM). Os contetidos da Matematica foram organizados em trés grandes temas que
se inter-relacionam, a saber: Numeros, Geometria e Relagdes. Ao se deparar com os
contetidos elencados e habilidades que devem ser contempladas em relagdo aos Numeros
Complexos, na 3% série do Ensino Médio, percebe-se que o foco estd na contextualizagdo
geométrica deste numero, ou seja, segundo o CESP (Sao Paulo, 2010, p.69), no 2° bimestre

do Ensino Médio temos o topico do conteudo a ser trabalhado “numeros complexos:
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operagdes e representacdo geométrica”’. Para as habilidades referente a este topico, foram
elencadas duas, a saber: “saber expressar o significado dos nimeros complexos por meio do

plano Argand-Gauss” e “compreender o significado geométrico das opera¢des com numeros

complexos”, associando-as a transformagdes no plano”.
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Figura 2: Atividade da aluna G — Geogebra

2) Escreva seus nlimeros na forma _‘trigonométrica. Com base em suas conclusdes em
relacio a tarefa 2 (anterior), como deve ficar o resultado escrito na forma
trigonomeétrica da multiplicagdo dos seus nimeros complexos? Confira sua conclusdo; .
na tela do geogebra. Salve suatela. Zy= 5 ( cas €3 42 44 >

e : Z £ \ ' A > b =)

Figura 3: Atividade da aluna G - escrita

Fazendo uma ampliacdo na resposta da aluna, para que possa ser melhor visualizado

temos:

na tela do geogebra. Salve sua tela.

~
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Figura 3B: Atividade aluna G - escrita
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Fica evidente pelo proprio CESP (Sao Paulo, 2010) que ha uma contextualizagdo
geométrica no estudo envolvendo os niimeros complexos e que ndo hd como desvincular a

forma algébrica de sua forma geométrica, pois o niimero perderia totalmente seu significado.

Vale ressaltar também que uma contextualizacdo historica dos numeros complexos, ou
seja, dar ao discente a oportunidade de entender a necessidade do surgimento desses numeros,

estd respaldado na necessidade humana de busca por solugdes e respostas de problemas.

No volume 1 do Caderno do Aluno da 3* série do Ensino Médio (Sao Paulo, 2014),
material complementar ao CESP, observamos que a contextualiza¢do historica ¢ pobre. O
material apresenta o nimero i (imaginario) a partir do seu significado rotacional no plano. Em
seguida apresenta o nimero na sua forma algébrica z =a + bi e elenca alguns niimeros
complexos para se realizar as operagdes (adicdo, subtragdo, multiplicagdo e potenciagdo). O
que se tem a criticar ¢ que em momento algum, apresenta-se 0 nimero como um par
ordenado, e a importancia de observar Regra do Paralelogramo na operagio de adigdo/subtragao,

além das operagodes de potenciagdo e radiciacdo pela forma polar.

O que chama muito a aten¢do também ¢ que a operagao de divisdo e a representagao
do conjugado de um complexo, ndo sdo apresentadas. Com relagdo a poténcia de um
conjugado, deve-se salientar que se o expoente ¢ maior que 2, a operagdo nio € tdo simples
assim e requer que primeiramente o aluno aprenda sobre o mdédulo de um niimero complexo e
a forma trigonométrica, para a partir disso operar a potenciacdo e a radiciacdo. Alids, as
operagdes de potenciacdo e radiciagdo pela forma trigonométrica nem sdo mencionadas.
Trabalha-se com o moédulo de um complexo e a conversdo do registro algébrico para o
trigonométrico, e vice versa, articulando estas conversdes com o Plano Argand Gauss.
Termina-se o conteildo com alguns exercicios geométricos, porém sem levar ao aluno a

refletir no seu significado em relacdo as aplicagdes.

Fica evidente que o material trata o assunto Numeros Complexos apenas para poder

justificar no estudo dos polindmios, o aparecimento das raizes complexas.
3. A Metodologia da Pesquisa e Aplicacoes

A pesquisa foi realizada com uma amostra de 13 alunos (nem sempre todos presentes)
do 3° ano do Ensino Médio da Escola Estadual Coronel Dias Campos, na cidade de Capela do

Alto/SP.
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A dinamica da pesquisa obedeceu a seguinte sequéncia:

e Aplicou-se um teste contendo 22 questdes, elaboradas a partir do Caderno do
Aluno (SAO PAULO/2014). O objetivo deste instrumento de producdo de
informagdes foi diagnosticar os saberes apreendidos sobre este contetido, durante o
processo ensino-aprendizagem, com base nas tarefas propostas no Caderno do
Aluno (SAO PAULO, 2014). Este diagndstico foi fundamental para o

planejamento das tarefas utilizando o software.

e Com base nas respostas obtidas no teste, elaborou-se quatro Tarefas, sendo que
trés tarefas com alternativas para serem realizadas com a utilizagcdo do GeoGebra e
a Tarefa Final para que o aluno se manifestasse através de uma devolutiva sobre
sua participag¢@o na pesquisa e sua percepcao de aprendizagem com a utilizagdo do

GeoGebra.

Para analise da pesquisa, bem como das tarefas, utilizou-se da Engenharia Didatica de
Michele Artigue, a qual para cada questdo realizou-se uma andlise a priori € a posteriori.
Observa-se que para as trés primeiras Tarefas, os alunos se deslocavam para o laboratorio de
informatica na escola. Outro ponto importante também ¢ que as Tarefas foram compostas de

forma crescente e gradativa, permitindo ao aluno a construcdo de saberes.

A Engenharia Didética segundo Almouloud e Coutinho (2008, p.66),

vista como metodologia de pesquisa, caracteriza-se, em primeiro lugar, por
um esquema experimental baseado em '"realizagdes didaticas" em sala de
aula, isto €, na concepg¢do, realizacdo, observagdo ¢ analise de sessdes de
ensino. Caracteriza-se também como pesquisa experimental pelo registro em
que se situa e modo de validagdo que lhe sdo associados: a comparagdo entre
analise a priori e analise a posteriori. Tal tipo de validagdo ¢ uma das
singularidades dessa metodologia, por ser feita internamente, sem a
necessidade de aplicagdo de um pré-teste ou de um pos-teste.

O pré-teste e pds-teste sdo etapas comuns em pesquisas envolvendo avaliacdo
psicologica, por exemplo. Dada a constituicio da amostra utiliza-se o pré-teste que
geralmente sdo procedimentos de aplicagdo de instrumentos diagndsticos para servir de base a
um processo de intervengdo segundo os objetivos da pesquisa. Posteriormente submete-se a
amostra a aplicacdao do pds-teste, ou seja, geralmente os sujeitos de pesquisa sdo reavaliados

seguindo a mesma ordem e procedimento de aplicagdo dos instrumentos no pré-teste.
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Nesta pesquisa, cumpriu-se as quatro fases que compoe a metodologia da Engenharia

Didatica proposta por Michele Artigue (1988).

Na figura 4, visualiza-se o protocolo de uma das alternativas da tarefa 3 que foi

aplicada.

Quando os alunos iniciaram a realizacdo dessa atividade, percebeu-se que se eles
utilizassem a forma de par ordenado para representar o nimero, ndo seria possivel a operagao
de multiplicagdo usando o Geogebra (devido as limitagdes do software), dessa forma foi

solicitado que eles utilizassem a forma algébrica do numero complexo.

4) Escolha quatro nimeros complexos e use a representacdo na forma de par ordenado no
Geogebra. Agora una esses pontos, formando um quadrilatero. Multiplique os quatro
complexos escolhidos pelo complexo z = 0 + 1i (ou simplesmente i). Uma os resultados
formando um novo quadrilatero. Explique o que aconteceu. Salve sua tela

Figura 4: Alternativa 4

Esse tipo de atividade eles trabalharam no Caderno do Aluno (Sao Paulo, 2014, p. 79)
anteriormente a aplica¢do das atividades com a utilizagdo do Geogebra, por isso resolveu-se
utiliza-las, pois a proposta em relagdo a isso ¢ de que ndo basta apenas colocar essa
informac¢do no Caderno do Aluno, mas ¢ necessario mostrar de que forma isso ¢ utilizado no
cotidiano dele. Acreditava-se que eles fariam as atividades, porém eles ndo imaginavam como

elas estavam ligadas as suas proprias vidas.

O que observou-se ¢ que 70% dos alunos (haviam 10 alunos presentes nesse dia)
perceberam que houve uma rotacdo de 90° da figura. Um dos alunos relatou que a figura
ampliou e mudou de lugar, outro aluno relata que os pontos se moveram 40° para a esquerda e
outro aluno alega que a figura mudou de quadrante. Acreditou-se que esses trés alunos nao

tenham compreendido corretamente o assunto quando foi trabalhado em sala de aula.

Para a Tarefa Final, foram feitos trés questionamentos, dos quais ao todo, 10 alunos

participaram.

XIl Encontro Nacional de Educagao Matematica
ISSN 2178-034X



] - F &
I =‘ v i Educacao Matematica na Contemporaneidade: desafios e possibilidades \\\:\\'
— S3o Paulo - SP, 13 a 16 de julho de 2016 \\\\
Educacdo RELATO DE EXPERIENCIA BN

Matematica Encontro Nacional de Educagao Matematic

TAREFA FINAL

1) Dé sua opinido sobre qual sua participacdo nesta pesquisa sobre os nimeros complexos
utilizando o software Geogebra. Vocé acha que a utilizagdo do Geogebra pode ser um
facilitador do aprendizado ou ndo? Cré que a aula é mais interessante ou ndo?

Figura 5: Alternativa 1

Pediu-se aos alunos que realmente fossem sinceros em suas opinides, pois a

informagdo era importante para a conclusdo da pesquisa.
Para esse item, 100% dos alunos presentes responderam que:

e Gostaram de ter participado da pesquisa.

e A utilizagdo do Geogebra tornou a aula mais interessante.

e Ajudou a compreender alguns pontos que nao tinham sido plenamente compreendidos.
e A visualizagdo da imagem permite compreender melhor a operagdo que se esta

realizando.

Na figura 6, podemos visualizar um dos protocolo do registro da aluna C, que
participou ativamente nessa pesquisa em todas as etapas. Percebe-se pela fala da aluna, a
satisfacdo de sua participagdo nessa pesquisa, mas que ao nosso olhar, também est4 no fato de
que ela agregou saberes que ndo haviam sido plenamente compreendidos antes, na aula

tradicional.

1) Dé sua opinido sobre qual sua participagdo nesta pesquisa sobre os nimeros complexos
utilizando o software Geogebra. Vocé acha que a utilizacdo do Geogebra pode ser um
facilitador do aprendizado ou nd@o? Cré que a aula é mais interessante ou ndo?
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Figura 6: Alternativa 1 — Resposta da aluna C

A resposta da aluna acima, vem confirmar a fala de Duval:
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De um ponto de vista cognitivo, os softwares trazem trés grandes inovagdes. A mais
fascinante € o poder de visualizagdo que eles oferecem em todas as areas. A segunda ¢
que eles constituem um meio de transformagdes de todas as representagdes
produzidas na tela. Em outras palavras, eles ndo sdo somente um instrumento de
calculo cuja poténcia cresce de modo ilimitado, mas eles cumprem uma fungéo de
simulagdo e de modelagem que ultrapassa tudo o que podemos imaginar
“mentalmente” ou realizar de modo grafico-manual. Enfim, a producdo pelos
computadores é quase imediata: um clique, e isto é obtido sobre a tela! E esta tripla
inovagdo do ponto de vista cognitivo que gera o interesse ¢ os beneficios pedagogicos
dos ambientes informatizados no ensino de matematica. (2013, p. 32)

4. Consideragoes Finais

Nao ficou duvidas de que a utilizagdo do software Geogebra como ferramenta de
ensino e aprendizagem no ensino dos numeros complexos, trouxe uma grande contribuigdo,
pois 70% dos alunos que participaram da pesquisa se sentiram motivados em conhecer mais
sobre esses numeros, e de sua importancia e utilidade. Lembrando ainda a fala de um aluno
presente na apresentagdo final, onde depois de se mostrar algumas utilizagdes para os
nimeros complexos o mesmo concluiu que a todo tempo estd utilizando-se de numeros
complexos e suas operagdes quando estd mexendo com suas fotos no computador.

O software Geogebra se mostrou uma ferramenta ndo somente eficiente para o
aprendizado, mas também, motivacional, vindo confirmar aquilo que a pesquisadora
acreditava. Claro que em relagdo ferramenta Geogebra se mostra muito eficiente para o ensino
em varios campos de aplicacdo, mas principalmente se mostrou importante neste estudo,
apesar de suas limitagdes para o estudo dos nimeros complexos, porém, isso ndo tirou o

mérito e eficiéncia do software para este estudo.
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